
Recueil collaboratif d’oraux de mathématiques

taup1.fr

Exercice N°1 (R. Maire)
1 ▷ Soit :

φ :

RN → RN

(un)n∈N 7→ (un+1 − πun)n∈N

Alors φ ∈ L(RN) et (E) revient à φ((un)n∈N) = ((−1)n)n∈N. (E) est ainsi un
problème linéaire donc l’ensemble des solutions est formé de la somme de ker φ et
d’une solution particulière. On a :

φ((un)n∈N) = 0RN ⇐⇒ un = u0π
n.

Donc ker φ = Vect((πn)n∈N). Ensuite, en s’inspirant de la méthode de variation de
la constante, recherchons des solutions sous la forme (λnπn)n∈N. On a :

λn+1π
n+1 − λnπn+1 = (−1)n ⇐⇒ λn+1 − λn = (−1)n

πn+1 .

Prenons N ≥ 0, et sommons de 0 à N :

λn+1π
n+1 − λnπn+1 = (−1)n ⇐⇒

N∑
n=0

λn+1 − λn = −
N∑

n=0

(−1)n+1

πn+1

⇐⇒ λN+1 = λ0 +
1 − (−1

π
)N+1

π − 1

⇐⇒ λNπN = λ0π
N +

1 − (−1
π

)N

π − 1 πN .

Le terme en λ0π
N représente la solution de l’équation homogène. Pour la solution

particulière, on peut prendre λ0 = 0.
Ainsi, l’ensemble des solutions de (E) est la droite affine de RN :

D = Vect((πn)n∈N) +
(

1 − (−1
π

)n

π − 1 πn

)
n∈N

.
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